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Markowitz Optimierung (1)

mit Leerverkiufen = explizite Losung

erwartete Renditen p = (uy, ..., uq)T € RY

d
J,k=1

Kovarianzmatrix ¥ = (X,) (= Volatilitdten o; = /%;; )
Allokation o = (ay, ..., aq)", Budgetbedingung o + ...+ ag = 1
erwarteter Return o™, erwartete Volatilitit o Sa.

Suche a mit maximalem Return bei gegebener Vola.



Black Scholes Modell

S; Preis von Asset ¢

o; Volatilitat

W;(t) Brownsche Bewegung
Si(t + 5t) = Si(t) ((1 + ) 6t + o/t 5i(t))

4

N(0,1)
Si(t) = ¢ exp { (Mi - (’;) t+ o m(t)}

&



Diskrete und logarithmierte Renditen

Si(t + dt)
Si(t)

4

Ri(t,t +dt) = — 1= N(p,; 0t, 07 6t)

Zinseszinseffekt
R;(t,t 4 20t) = R;(t,t + t) + R;(t + 0t, t + 20t) + R;(t,t + 5t) R, (¢, t + 20t)
Logarithmierte Rendite

Xi(t,t 4+ 0t) = In{R;(t,t + 0t) + 1} = In S;(t + 0t) — In S;(¢)

_ (M_g) Bt + o, (Wit +6t) — Wi()
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Schatzen der Kovarianzmatrix

d Zeitreihen mit jeweils n beobachteten logarithmierten Returns

S T ,
==Y, oz = ()T (1<) <
m n rj, x5 = (Tj,...,75a) (1<j<n)

Yjk = Tji — My, zentrierte log-Returns, Y = (y;) (1 <j <n, 1 <k <d)

1
n—1

Yty

Yx =
Schétzer fiir die Kovarianzmatrix der originalen Returns

- 5 X >
Yipe = €xp (mk + );kk +my + ﬂ) (eEX“ — 1)
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Markowitz Optimierung (2)

Minimum Varianz Portfolio

1

— -1 _ T d
&Mv—mz: b, b—(l,,l) eR

Portfolio mit dem besten Rendite-Risiko-Verhéltnis
(Sharpe-Kriterium, falls risikoloser Zins = 0)

1 _
('Sharpe — m by 1/L

beliebiges Portfolio auf der Effizienzlinie

Qy = (]- - t)aMV +1 QSharpe



Black Litterman Formel

//IBL - [(7—2)_1 + PTQ_IP] - [(TE)_lﬁMarkt + PTQ_la\Investor]

7 Gewicht Marktmeinung gegen Meinung des Investors

P Auswahlmatrix (iiber welche Assetklassen der Investor eine Meinung
hat)

Q2 Volatilitdt der Meinungen des Investors (wie sicher er sich ist)

(investor Welchen Return der Investor fiir die mit P ausgewéhlten Asset-
klassen erwartet

IMarke implizite Returns, die sich aus dem Marktportfolio beziehungs-
weise Benchmarkportfolio ergeben



Black Litterman Verfahren
Markterwartungen bestimmen: ikt

Gegeben Allokation ayjay mit Ertragserwartung pif .

PF T
EMarkt = OMarkt MMarkt = QMarkt 1 ©Markt1 T « - - T OMarkt d AMarkt d

Wenn das Marktportfolio optimales Rendite-Risiko-Verhéltnis hat
(Sharpe-Kriterium), gilt

a
OMarkt = 77 75 A= Z71/LMarkt
al
_ PF _ T
= fiMarkt = [|a]] Z OMarkt,  Hntarke = Ontarke (2] 2 ntare)
,LLPF
= HaH — Markt

T
aMarkt 2 QMarkt

PF
HMarkt

T
aMarktZ Q'Markt

HMarkt = by QMarkt




Maximum Likelihood Methode

Familie von stetigen Verteilungen P = {P, | ¥ € O},
© C RM Parametermenge

n unabhéngige Beobachtungen x4, ..., z,

----------



m Beobachtungen des Marktes
beobachtete Returns r; € RY, r; < N(p,2) (1<j<m)

Familie von Verteilungen N = {N(u,¥)|p € © =R} (T fest)

1 1 _
P7) = Goeyaas O (_5(” TR - u))
1 - T 1
Cry,om (1) = € — b Z(TJ p) 5 (ry — )
j=1
1 _
Vil () = D) Z Vo (ry =)' Sy = p)
j=1
=) 2w =x" {ZTJ - mﬂ}
j=1 j=1
- 1 ¢
UMarkt = — T
j=1




n Beobachtungen des Investors
beobachtete Returns ¢; € R¥, g < N(Pp,Q) (1 <i<mn)mit

Auswahlmatrix P € R(k,d) und Q = diag(w?,...,w?).

5= P - P

P = oy S P\ 2

_ 1
GInvestor — — q;
n <
=1
Insgesamt m + n Beobachtungen ry,..., 7, q1,...,qn
1 ~
Em ..... Tmsqly-5qn (l’[’) = = 5 Z(’I“] - u)TZ 1(TJ - lu)
j=1



Black Litterman Returns ppp, (1)

1 — _
V() = _ézvu (rj — M)TE I(Tj — W)
j=1
1 _
—§Zvu(qz'—PM)TQ Yq — Pp)

=1

= Z Sy — ) + Z PO (q; — Pu)

=yt (irj —m,u) + PTQ™! (Xn:ql —nPu>
=1

1/~ 1/~ !
=mx! (NMarkt — ,U) + nPTQ™! (QInvestor - P,U) =0



Black Litterman Returns [p;, (2)

Wir setzen 7 = n/m, dann soll gelten

1 -~ p— —~
0= ;Eil(luMarkt - M) + PTQ 1(QInvcstor - Pﬂ)

- (Tz)_lﬁMarkt — (Tz)_lﬂ + PTQ_IZ]\Investor — PTQ_lP,U/

(Tz)ilﬁMarkt + PTQ?lE]\Inves‘cor = [(72)71 + PTQAP} %

,ZZBL = [(TZ)_l + PTQ_IP] - [(TZ)_lﬁMarkt + PTQ_lZ]\Investor]

= ﬁMarkt + TEPT [Q + TPEPT] - [E]\Investor - Pﬂ]
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