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Markowitz Optimierung (1)

mit Leerverkäufen ⇒ explizite Lösung

erwartete Renditen µ = (µ1, . . . , µd)
T ∈ Rd,

Kovarianzmatrix Σ = (Σj k)
d
j,k=1 (⇒ Volatilitäten σj =

√
Σjj )

Allokation α = (α1, . . . , αd)
T, Budgetbedingung α1 + . . .+ αd = 1

erwarteter Return αTµ, erwartete Volatilität αTΣα.

Suche α mit maximalem Return bei gegebener Vola.
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Black Scholes Modell

d Si(t) = Si(t) (µi dt+ σi dWi(t))

• Si Preis von Asset i

• µi Drift

• σi Volatilität

• Wi(t) Brownsche Bewegung

Si(t+ δt) = Si(t)
(

(1 + µi) δt+ σi
√
δt εi(t)

)
• εi

d
= N(0, 1)

Si(t) = c exp

{(
µi −

σ2
i

2

)
t+ σiWi(t)

}

3



Diskrete und logarithmierte Renditen

Ri(t, t+ δt) =
Si(t+ δt)

Si(t)
− 1

d
= N(µi δt, σ

2
i δt)

Zinseszinseffekt

Ri(t, t+ 2δt) = Ri(t, t+ δt) +Ri(t+ δt, t+ 2δt) +Ri(t, t+ δt)Ri(t, t+ 2δt)

Logarithmierte Rendite

Xi(t, t+ δt) = ln {Ri(t, t+ δt) + 1} = lnSi(t+ δt)− lnSi(t)

=

(
µi −

σ2
i

2

)
δt+ σi (Wi(t+ δt)−Wi(t))

=

(
µi −

σ2
i

2

)
δt+ σi

√
δt εi
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Schätzen der Kovarianzmatrix

d Zeitreihen mit jeweils n beobachteten logarithmierten Returns x11 . . . x1d
...

...
xn1 . . . xnd


m̂ =

1

n

n∑
j=1

xj, xj = (xj1, . . . , xjd)
T (1 ≤ j ≤ n)

yjk = xjk − m̂k zentrierte log-Returns, Y = (yjk) (1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ d)

Σ̂X =
1

n− 1
Y T Y

Schätzer für die Kovarianzmatrix der originalen Returns

Σ̂k` = exp

(
m̂k +

Σ̂Xkk

2
+ m̂` +

Σ̂X``

2

)(
eΣ̂Xk` − 1

)
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Markowitz Optimierung (2)

Minimum Varianz Portfolio

αMV =
1

bTΣ−1b
Σ−1b, b = (1, . . . , 1)T ∈ Rd

Portfolio mit dem besten Rendite-Risiko-Verhältnis
(Sharpe-Kriterium, falls risikoloser Zins = 0)

αSharpe =
1

bTΣ−1µ
Σ−1µ

beliebiges Portfolio auf der Effizienzlinie

αt = (1− t)αMV + t αSharpe
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Black Litterman Formel

µ̂BL =
[
(τΣ)−1 + PTΩ−1P

]−1 [
(τΣ)−1µ̂Markt + PTΩ−1q̂Investor

]
• τ Gewicht Marktmeinung gegen Meinung des Investors

• P Auswahlmatrix (über welche Assetklassen der Investor eine Meinung
hat)

• Ω Volatilität der Meinungen des Investors (wie sicher er sich ist)

• q̂Investor welchen Return der Investor für die mit P ausgewählten Asset-
klassen erwartet

• µ̂Markt implizite Returns, die sich aus dem Marktportfolio beziehungs-
weise Benchmarkportfolio ergeben
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Black Litterman Verfahren

Markterwartungen bestimmen: µMarkt

Gegeben Allokation αMarkt mit Ertragserwartung µPF
Markt

µPF
Markt = αT

Markt µMarkt = αMarkt 1 µMarkt 1 + . . .+ αMarkt d µMarkt d

Wenn das Marktportfolio optimales Rendite-Risiko-Verhältnis hat
(Sharpe-Kriterium), gilt

αMarkt =
a

‖a‖
, a = Σ−1µMarkt

⇒ µMarkt = ‖a‖ΣαMarkt, µPF
Markt = αT

Markt (‖a‖ΣαMarkt)

⇒ ‖a‖ =
µPF

Markt

αT
MarktΣαMarkt

µMarkt =
µPF

Markt

αT
MarktΣαMarkt

ΣαMarkt
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Maximum Likelihood Methode

Familie von stetigen Verteilungen P = {Pϑ | ϑ ∈ Θ},

Θ ⊆ RM Parametermenge

n unabhängige Beobachtungen x1, . . . , xn

Likelihood-Funktion Lx1,...,xn(ϑ) = pϑ(x1) · . . . · pϑ(xn)

Maximum Likelihood-Schätzer ϑ̂ erfüllt

Lx1,...,xn(ϑ̂) ≥ Lx1,...,xn(ϑ) für alle ϑ ∈ Θ

Log-Likelihood-Funktion

`x1,...,xn(ϑ) = lnLx1,...,xn(ϑ) =
n∑
j=1

ln pϑ(xj)

d

dϑ
`x1,...,xn(ϑ) = 0⇔ d

dϑ
Lx1,...,xn(ϑ) = 0

9



m Beobachtungen des Marktes

beobachtete Returns rj ∈ Rd, rj
d
= N(µ,Σ) (1 ≤ j ≤ m)

Familie von Verteilungen N =
{
N(µ,Σ) |µ ∈ Θ = Rd

}
(Σ fest)

pµ(rj) =
1

(2π)d/2
√

det Σ
exp

(
−1

2
(rj − µ)TΣ−1(rj − µ)

)

`r1,...,rm(µ) = c− 1

2

m∑
j=1

(rj − µ)TΣ−1(rj − µ)

∇µ `r1,...,rm(µ) = −1

2

m∑
j=1

∇µ (rj − µ)TΣ−1(rj − µ)

=
m∑
j=1

Σ−1(rj − µ) = Σ−1

{
m∑
j=1

rj −mµ

}

µ̂Markt =
1

m

m∑
j=1

rj
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n Beobachtungen des Investors

beobachtete Returns qi ∈ Rk, qi
d
= N(Pµ,Ω) (1 ≤ i ≤ n) mit

Auswahlmatrix P ∈ R(k, d) und Ω = diag(ω2
1, . . . , ω

2
n).

pµ(qi) =
1

(2π)k
√

det Ω
exp

(
−1

2
(qi − Pµ)TΩ−1(qi − Pµ)

)

q̂Investor =
1

n

n∑
i=1

qi

Insgesamt m+ n Beobachtungen r1, . . . , rm, q1, . . . , qn

`r1,...,rm,q1,...,qn(µ) = c− 1

2

m∑
j=1

(rj − µ)TΣ−1(rj − µ)

− 1

2

n∑
i=1

(qi − Pµ)TΩ−1(qi − Pµ)
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Black Litterman Returns µ̂BL (1)

∇µ `(µ) = −1

2

m∑
j=1

∇µ (rj − µ)TΣ−1(rj − µ)

− 1

2

n∑
i=1

∇µ (qi − Pµ)TΩ−1(qi − Pµ)

=
m∑
j=1

Σ−1(rj − µ) +
n∑
i=1

PTΩ−1(qi − Pµ)

= Σ−1

(
m∑
j=1

rj −mµ

)
+ PTΩ−1

(
n∑
i=1

qi − nP µ

)
= mΣ−1 (µ̂Markt − µ) + nPTΩ−1 (q̂Investor − Pµ)

!
= 0
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Black Litterman Returns µ̂BL (2)

Wir setzen τ = n/m, dann soll gelten

0 =
1

τ
Σ−1(µ̂Markt − µ) + PTΩ−1(q̂Investor − Pµ)

= (τΣ)−1µ̂Markt − (τΣ)−1µ+ PTΩ−1q̂Investor − PTΩ−1Pµ

(τΣ)−1µ̂Markt + PTΩ−1q̂Investor =
[
(τΣ)−1 + PTΩ−1P

]
µ

µ̂BL =
[
(τΣ)−1 + PTΩ−1P

]−1 [
(τΣ)−1µ̂Markt + PTΩ−1q̂Investor

]
= µ̂Markt + τΣPT

[
Ω + τPΣPT

]−1
[q̂Investor − Pµ]
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